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Abstrat
Let OK be a omplete disrete valuation ring. Denote by K its frations eld et by k
its residue eld. Assume that k is of harateristi p > 0 and perfet. In [Bre00℄, Breuil
gives an anti-equivalene between the ategory of nite at OK-group shemes killed by a
power of p and a ategory of linear algebra objets whih is alled (Mod/S). The aim of
this artile is to make expliit the Cartier duality on the ategory (Mod/S).
Résumé
Soit K un orps omplet pour une valuation disrète, de aratéristique nulle, et dont le
orps résiduel est supposé parfait de aratéristique p > 0. On appelle OK son anneau des
entiers. Dans [Bre00℄, Breuil exhibe une anti-équivalene de atégories entre la atégorie
des OK-shémas en groupes ommutatifs nis, plats et tués par une puissane de p et une
ertaine atégorie d'objets d'algèbre linéaire qu'il note (Mod/S). Le but de et artile est
d'expliiter la dualité de Cartier sur la atégorie (Mod/S) via l'équivalene préédente.
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Tout au long de et artile, on onsidère k un orps parfait de aratéristique p > 0. On note
W l'anneau des veteurs de Witt à oeients dans k, σ : W → W l'opérateur de Frobenius
sur W et K0 = FraW . Soient K une extension nie totalement ramiée de K0 et OK son
anneau des entiers. On xe π une uniformisante de K et on note E(u) le polynme minimal de
π sur K0.
Dans tout e qui suit, on appelle OK-groupe un OK-shéma en groupes ommutatifs ni,
plat et annulé par une puissane de p. Dans [Bre00℄, Breuil onstruit une anti-équivalene
de atégories entre la atégorie des OK-groupes (resp. la atégorie des groupes p-divisibles sur
OK) et une atégorie d'objets d'algèbre linéaire qu'il note (Mod/S) (resp. une atégorie d'objets
appelés modules fortement divisibles) dont la dénition est rappelée en 1.1.
Le but de et artile est d'expliiter purement en terme d'algèbre linéaire le fonteur déduit
de la dualité de Cartier sur la atégorie (Mod/S) et sur la atégorie des modules fortement
divisibles.
La première setion est destinée au rappel des onstrutions et des résultats de [Bre00℄.
En partiulier, on dénit les atégories sus-mentionnées ainsi que le fonteur qui réalise l'anti-
équivalene préédente. Dans la deuxième setion, nous onstruisons une dualité sur les até-
gories d'objets d'algèbre linéaire et nalement nous prouvons dans la troisième setion que ette
dualité orrespond via le fonteur de Breuil à la dualité de Cartier sur les shémas en groupes.
Cet artile est une version ourte du hapitre V de la thèse de l'auteur ([Car05℄). Dans
lo. it., la onstrution de la dualité est étendue aux atégories Mr plus générales intro-
duites par Breuil dans [Bre99℄. Ces dernières sont munies de fonteurs vers la atégorie des
Zp-représentations galoisiennes, et on prouve (enore dans [Car05℄) ertaines ompatibilités
entre la dualité et es fonteurs.
Nous invitons le leteur désireux d'avoir de nombreux ompléments à se reporter à ette
référene.
1 Rappel sur la lassiation de Breuil
Dans ette setion, on se ontente de rappeler les résultats prinipaux de [Bre00℄.
1.1 Les atégories d'objets d'algèbre linéaire
Dénissons l'anneau S omme le omplété p-adique de l'enveloppe à puissanes divisées
de W [u] par rapport à l'idéal prinipal engendré par E(u). On note Fil1S ⊂ S le omplété
p-adique de l'idéal engendré par les E(u)
i
i!
pour i > 1. On munit en outre S d'un opérateur de
Frobenius φ déni omme l'unique appliation φ : S → S ontinue, σ-semi-linéaire et vériant
φ(u) = up. On vérie que φ(Fil1S) ⊂ pS, e qui permet de dénir φ1 =
φ
p |Fil1S
. Finalement, on
pose c = φ1(E(u)), 'est une unité de S.
On dénit à présent la atégorie
′(Mod/S). Ses objets sont la donnée d'un S-module M,
d'un sous-module Fil
1M ⊂ M tel que Fil1SM ⊂ Fil1M et d'une appliation φ-linéaire φ1 :
2
Fil
1M→M vériant la ondition :
φ1(sx) =
1
c
φ1(s)φ1(E(u)x)
pour tout s ∈ Fil1S et tout x ∈ M. Les morphismes de ′(Mod/S) sont les appliations S-
linéaires respetant toutes les strutures additionnelles. On a une notion de suite exate dans
ette atégorie : une suite est dite exate si elle l'est en tant que suite de S-modules et si, en
outre, la suite déduite sur les Fil
1
est aussi exate (omme suite de S-modules).
La atégorie (Mod/S1) est la sous-atégorie pleine de
′(Mod/S) formée des objets annulés par
p et tels que φ1(Fil
1M) engendre M en tant que S-module. Finalement, la atégorie (Mod/S)
est la plus petite sous-atégorie (pleine) de
′(Mod/S) ontenant les objets de (Mod/S1) et stable
par extension.
Un module fortement divisible est par dénition un objet de
′(Mod/S) pour lequel les trois
onditions suivantes sont satisfaites :
☞ M est libre de rang ni sur S,
☞ M/Fil1M est sans p-torsion,
☞ φ1(Fil
1M) engendre M en tant que S-module.
Un résultat important (et que l'on aura à manipuler par la suite) onernant les modules
fortement divisibles est donné par le lemme qui suit :
Lemme 1.1.1. Soit M un module fortement divisible. Il existe une base (e1, . . . , ed) de M et
des entiers n1, . . . , nd égaux à 0 ou 1 tels que :
Fil
1M =
d⊕
i=1
Fil
niS ei.
Démonstration. C'est exatement le lemme 2.1.1.9 de [Bre00℄. 
Une base vériant la ondition de lemme préédent est appelée base adaptée (à la ltration) de
M. Ainsi le lemme arme que tout module fortement divisible admet une base adaptée.
1.2 L'anti-équivalene de atégories
Dans ette partie, on donne la onstrution du fonteur Mod qui s'avère être elui qui réalise
l'anti-équivalene de atégories entre la atégorie (Mod/S) et la atégorie des OK-groupes. On
ommene par plusieurs rappels sur les topologies ritalline et syntomique et sur les prinipaux
faiseaux pour es topologies.
1.2.1 Sites ristallin et syntomique
On rappelle qu'un morphisme de shéma X → Y est dit syntomique s'il est plat, loalement
de présentation nie et s'il se fatorise loalement en une immersion fermée régulière dans un
X-shéma lisse. Les morphismes syntomiques sont stables par omposition et hangement de
base. Si X est un shéma, on dénit le gros (resp. le petit) site syntomique X
SYN
(resp. X
syn
)
omme la atégorie des X-shémas (resp. des X-shémas syntomiques) munie de la topologie
syntomique : une famille de morphismes fi : Ui → U est un reouvrement si haun des fi est
syntomique et si topologiquement U˙ =
⋃
fi(U˙i).
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Soit Υ un shéma muni de puissanes divisées et sur lequel p est loalement nilpotent. Si
X → Υ est tel que les puissanes divisées sur Υ s'étendent à X , on dénit le site syntomique-
ristallin (ou simplement ristallin) assoié au morphisme X → Υ de la façon suivante. La
atégorie sous-jaente au site est l'ensemble des quadruplets (U, T, i, δ) tels que :
☞ U est un shéma déni sur X ,
☞ T est un shéma déni sur Υ sur lequel p est loalement nilpotent,
☞ i : U →֒ T est une immersion fermée dénie sur Υ,
☞ δ est une struture d'idéal à puissanes divisées sur l'idéal de OT dénissant l'immersion
i, ompatible aux puissanes divisées sur Υ.
Par la suite, on érira abusivement (U, T ) à la plae de (U, T, i, δ). Un morphisme entre (U, T )
et (U ′, T ′) est la donnée de deux appliations U → U ′ dénie sur X et T → T ′ dénie sur Υ qui
ommutent aux i. Une famille (Ui, Ti)→ (U, T ) est un reouvrement si haun des morphismes
Ui → U est syntomique, si tous les diagrammes :
Ui
  //

Ti

U 
 // T
sont artésiens et nalement si topologiquement T˙ =
⋃
i fi(T˙i) (où fi désigne le morphisme
induit Ti → T ).
Si on note X˜
SYN
et (X˜/Υ)
SYN-CRIS
les atégories de faiseaux abéliens sur les deux sites
préédents, on a un morphisme de topoï :
w : (X˜/Υ)
SYN-CRIS
→ X˜
SYN
donné par le ouple de fonteurs adjoints (w⋆, w⋆) dénis par les formules suivantes :
w⋆F(U, T ) = F(U)
w⋆F(U) = H
0((U/Υ)
SYN-CRIS
,F|(U/Υ)
SYN-CRIS
).
On vérie diretement que w⋆ ◦ w
⋆ = id, d'où on déduit que w⋆ est pleinement dèle.
On dispose en outre de faiseaux importants sur les sites préédents. Sur le site syntomique,
on montre que le préfaiseau U 7→ Γ(U,OU) est un faiseau que l'on appelle le faiseau strutural.
Sur le site ristallin, on dénit les faiseaux OX/Υ et Ga par les formules :
OX/Υ(U, T ) = Γ(T,OT ) et Ga(U, T ) = Γ(U,OU).
On a un morphisme naturel et surjetif OX/Υ → Ga. On note JX/Υ son noyau, e qui donne
naissane tautologiquement à une suite exate dans (X˜/Υ)
SYN-CRIS
:
0 // JX/Υ // OX/Υ // Ga // 0 . (1)
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1.2.2 Les faiseaux Orisn et J
ris
n
À partir de maintenant, on xe un entier n, on note Sn la rédution modulo p
n
de l'anneau
S introduit en 1.1 et En le shéma Spe (Sn). On pose également Tn = Spe (OK/p
n). Les
deux shémas préédents sont munis de puissanes divisées (dénies respetivement sur les
idéaux (E(u)) et (p)) et on dispose d'un épaississement Tn →֒ En. On s'intéresse désormais plus
partiulièrement au as X = Tn et Υ = En.
On note On le faiseau strutural sur (Tn/En)SYN-CRIS déni par On = w⋆Ga. On dénit
pareillement Orisn = w⋆OTn/En et J
ris
n = w⋆JTn/En . Il s'agit de faiseaux sur le gros site
syntomique que l'on sait dérire loalement sur la restrition au petit site syntomique.
Soit U un shéma syntomique sur Tn. Étale-loalement, 'est le morphisme de shémas
assoié au morphisme d'anneaux OK/p
n → A ave :
A =
OK/p
n[X1, . . . , Xs]
(f1, . . . , ft)
où X1, . . . , Xs sont des indéterminées et (f1, . . . , ft) une suite transversalement régulière rela-
tivement à OK/p
n
. Posons pour tout entier i :
Ai =
OK/p
n[X
1/pi
0 , X
1/pi
1 , . . . , X
1/pi
s ]
(X0 − π, f1, . . . , ft)
et A∞ = lim
−→
Ai (pour les morphismes de transition évidents). Notons Wn l'anneau des veteurs
de Witt de longueur n à oeients dans k et φ le Frobenius sur et anneau. Posons :
W risn (A
∞) = Wn(A
∞/pA∞)⊗Wn,(φn) Wn[u].
On dispose d'une surjetion s : W risn (A
∞) → A∞ qui envoie u sur X0 et (a0, . . . , an−1) ∈
Wn(A
∞/pA∞) sur aˆp
n
0 + paˆ
pn−1
1 + · · ·+ p
n−1aˆpn−1 où aˆi ∈ A
∞
désigne un relevé de ai. On note
W ris,DPn (A
∞) l'enveloppe à puissanes divisées de W risn (A
∞) par rapport au noyau de s (et
ompatibles ave les puissanes divisées sur l'idéal (p)). La surjetion s se prolonge en une
appliation W ris,DPn (A
∞)→ A∞ que l'on note enore s.
Lemme 1.2.1. Ave les notations préédentes, il existe un isomorphisme anonique :
lim
−→
i
Orisn (A
i)→ W ris,DPn (A
∞)
faisant ommuter le diagramme suivant :
lim
−→i
Orisn (A
i)
∼

// lim
−→i
On(A
i)
W ris,DPn (A
∞)
s // A∞
où la èhe du haut est obtenue en appliquant w⋆ au morphisme de faiseaux OTn/En → Ga.
Démonstration. Voir preuve du lemme 2.3.2 de [Bre00℄. 
On déduit diretement du lemme préédent l'exatitude de la suite :
0 // J risn
// Orisn
// On // 0 (2)
5
obtenue en appliquant le fonteur w⋆ à la suite exate (1). Ce même lemme assure également
que le faiseau Orisn est plat sur Sn tandis que J
ris
n l'est sur Wn (voir
1
à nouveau le lemme
2.3.2 de [Bre00℄). Cei permet de vérier que le Frobenius induit un morphisme φ : J risn+1 →
pOrisn+1 qui s'annule sur p
nJ risn+1 et don onduit à une èhe J
ris
n+1/p
n → pOrisn+1. D'autre part,
si i : Tn →֒ Tn+1 désigne l'épaississement évident, la même platitude fournit l'identiation
J risn+1/p
n ≃ i⋆J
ris
n et montre que la multipliation par p induit un isomorphisme i⋆O
ris
n ≃ pO
ris
n+1.
Il existe par suite un unique morphisme φ1 qui fait ommuter le diagramme suivant :
J risn+1
∼

φ // pOrisn+1
i⋆J
ris
n
φ1 // i⋆O
ris
n
∼ p
OO
Intuitivement, il faut penser à φ1 omme au quotient
φ
p
, ou enore omme à un inverse du
Vershiebung.
1.2.3 Le fonteur Mod
Soit G un OK-groupe. Pour m = n et m = n+1, on note Gm = G×
Spe (OK)Tm. Ces shémas
dénissent des faiseaux sur les sites (Tn)syn (resp. (Tn/En)SYN-CRIS) et (Tn+1)syn que l'on note
enore Gn et Gn+1. On appelle enore i l'épaississement Tn →֒ Tn+1. L'objet Mod(G) est déni
par (voir paragraphe 4.2.1 de [Bre00℄) :
Mod(G) = Hom(Gn,O
ris
n ) = Hom(Gn+1, i⋆O
ris
n )
Fil
1
Mod(G) = Hom(Gn,J
ris
n ) = Hom(Gn+1, i⋆J
ris
n )
et φ1 : Fil
1
Mod(G) → Mod(G) est la èhe induite par φ1 : i⋆J
ris
n → i⋆O
ris
n . Notons que les
Hom préédents sont tous alulés dans la atégorie des faiseaux abéliens. Dans la suite, il en
sera toujours ainsi.
Remarques. L'égalité Hom(Gn,O
ris
n ) = Hom(Gn+1, i⋆O
ris
n ) résulte du fait que es deux termes
s'identient au même sous-ensemble de Orisn (Gn) puisque Gn (resp. Gn+1) est syntomique sur Tn
(resp. Tn+1) (voir proposition 2.2.2 de [Bre00℄).
La dénition de [Bre00℄ n'est pas exatement la même que elle que l'on vient de donner. En
eet, dans lo. it., il est question des faiseaux Oris∞ et J
ris
∞ et de shémas formels. Toutefois, on
montre sans mal (en utilisant le même argument que dans la première partie de ette remarque)
que les deux dénitions oïnident.
Le résultat prinipal de [Bre00℄ est le suivant :
Théorème 1.2.2. Le fonteur Mod réalise une anti-équivalene de atégories entre la atégorie
des OK-groupes et la atégorie (Mod/S). De plus, ette anti-équivalene préserve les suites
exates ourtes.
Remarque. Dans lo. it. Breuil donne une desription totalement expliite du quasi-inverse Gr
du fonteur Mod. Nous n'aurons pas besoin de ette desription pour et artile et don nous
ne la détaillons pas ii.
1
Dans e lemme, seule la platitude sur Wn est annonée mais la platitude du Sn est également vraie en
reprenant les arguments de la proposition 2.1.2.1 de [Bre98℄.
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2 Dualité sur les atégories de modules
Cette setion est onsarée à la dénition de dualités (dans le sens  anti-équivalene de
atégories sur elle-même ) d'une part sur la atégorie (Mod/S) et d'autre part sur la até-
gorie des modules fortement divisibles. On ommene par traiter le as des modules fortement
divisibles pour lesquels la onstrution est simpliée par l'existene de bases adaptées. On dé-
duira ensuite la dualité sur la atégorie (Mod/S) de elle que l'on aura dénie sur les modules
fortement divisibles.
2.1 Sur les modules fortement divisibles
Soit M un module fortement divisible. Le dual de M est l'objet (M∨,Fil1M∨, φ∨1 ) déni
de la façon suivante :
☞ M∨ = HomS(M, S) (où HomS signie que l'on onsidère tous les morphismes S-linéaires) ;
☞ Fil
1M∨ est le sous-ensemble de M∨ formé des f : M → S qui envoient Fil1M dans
Fil
1S ;
☞ pour tout f ∈ Fil1M∨, l'appliation φ∨1 (f) est l'unique morphisme S-linéaire faisant
ommuter le diagramme suivant :
Fil
1M
φ1 //
f

M
φ∨1 (f)

Fil
1S
φ1 // S
Pour que ette dénition ait un sens, il faut montrer l'existene et l'uniité du morphisme
φ∨1 (f). C'est l'objet du lemme suivant :
Lemme 2.1.1. Soient M un module fortement divisible et f : Fil1M→ Fil1S une appliation
S-linéaire. Alors il existe une unique appliation g : M → S faisant ommuter le diagramme
suivant :
Fil
1M
φ1 //
f

M
g

Fil
1S
φ1 // S
Démonstration. L'uniité résulte simplement du fait que imφ1 engendre M en tant que S-
module.
Pour l'existene, on onsidère (e1, . . . , ed) est une base adaptée de M pour les entiers
n1, . . . , nd (voir lemme 1.1.1). On pose xi = φ1(E(u)
niei) ∈ M. Du fait que S est un an-
neau loal, on vérie que le lemme de Nakayama s'applique et implique que la famille des xi
est génératrie. Comme en outre, elle a le bon ardinal, on en déduit qu'elle forme une S-base
de M. Cette onstatation permet de dénir g omme l'unique appliation S-linéaire vériant
g(xi) = φ1 ◦ f(E(u)
niei) pour tout i. On vérie alors failement qu'elle onvient. 
Nous voulons à présent montrer que le triplet (M∨,Fil1M∨, φ∨1 ) dénit un module fortement
divisible. Il n'y a auune diulté à la vériation de la relation de ompatibilité :
φ∨1 (sx) =
1
cr
φ∨1 (s)φ
∨
1 (E (u)x)
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pour tout s ∈ Fil1S et tout x ∈ M∨. Par ailleurs le fait que M soit libre sur S est évident.
Les deux dernières propriétés M∨/Fil1M∨ sans p-torsion  et  φ1(Fil
1M∨) engendre M∨ 
résultent l'une omme l'autre du lemme suivant :
Lemme 2.1.2. Soit (e1, . . . , ed) une base adaptée deM pour les entiers n1, . . . , nd. Alors la base
duale (e∨1 , . . . , e
∨
d ) de M
∨
est également adaptée pour les entiers n∨1 , . . . , n
∨
d ave n
∨
i = 1− ni.
De plus si l'on pose xi = φ1 (E (u)
ni ei) et x
∨
i = φ
∨
1 (E (u)
n∨i e∨i ), les familles (x1, . . . , xd) et
(x∨1 , . . . , x
∨
d ) sont des bases duales l'une de l'autre.
Démonstration. La famille des e∨j est dénie par les égalités e
∨
j (ei) = δij où δ désigne le
symbole de Kroneker. Soit f ∈ Fil1M∨. On peut déomposer f sur la base des e∨j et don
érire :
f = s1e
∨
1 + . . .+ sde
∨
d
pour ertains éléments si ∈ S. Comme f ∈ Fil
1M∨, il vient f (E (u)ni ei) ∈ Fil
1S. Or
f (E (u)ni ei) = E (u)
ni si. Cela prouve que si est un élément de Fil
n∨i S et don que la base
(e∨1 , . . . , e
∨
d ) est adaptée pour les entiers n
∨
1 , . . . , n
∨
d .
Passons à la seonde partie du lemme. On a déjà vu (dans la preuve du lemme 2.1.1) que
(x1, . . . , xd) est une base de M. Considérons le diagramme ommutatif suivant :
Fil
1M
φ1 //
f

M
φ∨r (f)

Fil
1S
φ1 // S
En prenant f = E (u)n
∨
j e∨j et en regardant quelle est l'image de E (u)
ni ei par haun des deux
hemins, on obtient x∨j (xi) = δij , e qui onlut. 
On déduit de e qui préède la proposition suivante :
Proposition 2.1.3. Le triplet (M∨,Fil1M∨, φ∨1 ) déni préédemment est un module fortement
divisible.
Si f est un morphisme entre modules fortement divisibles, on vérie sans peine que sa
transposée (au sens lassique) est ompatible à toutes les strutures et don aussi un morphisme
entre modules fortement divisibles. On a ainsi déni un fonteur
∨
ontravariant de la atégorie
des modules fortement divisibles sur elle-même.
Proposition 2.1.4. Le fonteur
∨
est une anti-équivalene de atégories ( i.e. une dualité). De
plus, il transforme suites exates ourtes en suites exates ourtes.
Démonstration. Le fonteur
∨
est son propre quasi-inverse. En eet, on a un morphisme
anonique de S-modules de M dans M∨∨ donné par x 7→ (f 7→ f (x)). C'est un isomorphisme
puisque M est libre sur S. Il est faile de vérier que et isomorphisme respete Fil1 et φ1. Le
seul point déliat est de montrer la surjetivité de Fil
1M→ Fil1M∨∨. Cela revient à montrer
que si x 6∈ Fil1M, alors il existe f ∈ Fil1M∨ tel que f(x) 6∈ Fil1S. On onsidère pour ela
(e1, . . . , ed) une base adaptée de M pour les entiers n1, . . . , nd. On a alors une ériture :
x = s1e1 + · · ·+ sded
ave si ∈ S et omme x 6∈ Fil
1M, il existe un indie i tel que si 6∈ Fil
niS. On vérie alors
aisément que l'appliation S-linéaire f :M→ S dénie par f(ei) = E(u)
1−ni
et f(ej) = 0 pour
j 6= i onvient.
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Montrons à présent le seond point. Considérons 0 → M′ → M → M′′ → 0 une suite
exate de modules fortement divisibles. PuisqueM′′ est un S-module libre, la suite 0→M′′∨ →
M∨ →M′∨ → 0 est exate omme suite de S-modules. Par ailleurs, la suite :
0 // Fil1M′′∨ // Fil1M∨ // Fil1M′∨ // 0
est exate à gauhe. Il s'agit simplement de démontrer la surjetivité de Fil
1M∨ → Fil1M′∨.
Notons Fil
1N l'image de e morphisme. On vérie diretement que e Fil1 fait deM′∨ un seond
module fortement divisible : notons le N . On a une suite exate 0→M′′∨ →M∨ → N → 0.
D'autre part, l'identité fournit un morphisme f : N →M′ dans la atégorie ′(Mod/S) dont
le dual s'insère dans le diagramme ommutatif suivant :
0 // Fil1M′ //
f∨

Fil
1M // Fil1M′′
0 // Fil1N ∨ // Fil1M // Fil1M′′
On en déduit que f∨ est un isomorphisme de modules fortement divisibles, puis qu'il en est de
même de f = (f∨)∨. Finalement Fil1N = Fil1M′, et la surjetivité de Fil1M∨ → Fil1M′∨ en
déoule. 
2.2 Sur la atégorie (Mod/S)
2.2.1 Dénition de l'objet dual
On introduit les deux S-modules SK0 et S∞ dénis par SK0 = S⊗WK0 et S∞ = S⊗WK0/W .
On pose Fil
1SK0 = Fil
1S⊗W K0 ⊂ SK0 (ar K0 est plat surW ). On a une projetion SK0 → S∞
et on note Fil
1S∞ l'image de Fil
1SK0 dans S∞. On vérie que φ1 : Fil
1S → S induit des
appliations Fil
1SK0 → SK0 et Fil
1S∞ → S∞ que l'on appelle enore φ1.
SoitM un objet de (Mod/S). Le dual deM est l'objet (M∨,Fil1M∨, φ∨1 ) déni de la façon
suivante :
☞ M∨ = HomS(M, S∞) (où HomS signie que l'on onsidère tous les morphismes S-
linéaires) ;
☞ Fil
1M∨ est le sous-ensemble de M∨ formé des f : M → S∞ qui envoient Fil
1M dans
Fil
1S∞ ;
☞ pour tout f ∈ Fil1M∨, l'appliation φ∨1 (f) est l'unique morphisme S-linéaire faisant
ommuter le diagramme suivant :
Fil
1M
φ1 //
f

M
φ∨1 (f)

Fil
1S∞
φ1 // S∞
Il reste à prouver l'existene et l'uniité du morphisme φ∨1 (f) mentionné i-dessus. Comme
dans le as des modules fortement divisibles, l'uniité résulte simplement du fait que φ1(Fil
1M)
engendre toutM. L'existene par ontre est plus déliate. Nous onsarons tout le paragraphe
suivant à son établissement.
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2.2.2 Existene du morphisme φ∨1 (f)
On ommene par prouver deux lemmes :
Lemme 2.2.1. Pour tout objet M de (Mod/S), il existe Mˆ et Mˆ′ des modules fortement
divisibles et une suite exate :
0 // Mˆ′ // Mˆ //M // 0
dans la atégorie
′(Mod/S).
Démonstration. Par les alinéas 3.1.1 et 3.3.12 de [BBM82℄, il existe des groupes p-divisibles
H et H′ et une suite exate 0→ G → H → H′ → 0. Le lemme s'en déduit par l'anti-équivalene
de Breuil (en travaillant dans un premier temps modulo pn puis en passant à la limite). 
Remarque. On peut également démontrer le lemme préédent ave seulement des onsidérations
d'algèbre linéaire.
Lemme 2.2.2. Si M, Mˆ et Mˆ′ sont omme dans le lemme 2.2.1, alors on a également une
suite exate :
0 // Mˆ∨ // Mˆ′∨ //M // 0
dans la atégorie
′(Mod/S).
Démonstration. Dénissons dans un premier temps les èhes. La première est simplement
la transposée de l'inlusion Mˆ′ →֒ Mˆ. Pour la seonde, onsidérons f ∈ Mˆ′∨ et x ∈ M. Soit
xˆ ∈ Mˆ un relèvement de x. CommeM est tué par une puissane de p, il existe un entier n tel
que pnxˆ ∈ Mˆ′. La rédution dans S∞ de
1
pn
f (pnxˆ) ne dépend ni de l'entier n, ni du relèvement
xˆ hoisi. Cela permet de dénir une appliation S-linéaireM→ S∞.
Par exatitude à gauhe, le noyau de Mˆ∨ → Mˆ′∨ s'identie à HomS(M, S) qui est nul
puisque M est tué par une puissane de p. La première èhe est don bien injetive.
Prouvons l'exatitude au milieu. Soit f : M′ → S une appliation S-linéaire. On suppose
que l'image de f dans M∨ est nulle et on veut montrer que f se prolonge à M. Soient x ∈M
et n un entier tel que pnx ∈ M′. Par hypothèse 1
pn
f (pnx) est nul dans S∞, e qui signie que
f (pnx) est un multiple de pn. On dénit alors f (x) = f(p
nx)
pn
(qui est bien déni puisque S est
intègre).
Passons à la surjetivité. Soit f :M→ S∞ une appliation S-linéaire. Considérons (eˆ1, . . . , eˆd)
une base de Mˆ et notons ei l'image dansM de eˆi. Pour tout i, notons xˆi un relevé quelonque
dans SK0 de xi = f (ei) ∈ S∞. On dénit fˆ (eˆi) = xˆi et par linéarité on étend fˆ en une applia-
tionM∨ → SK0. On vérie alors que la restrition de fˆ à Mˆ
′
tombe dans S et qu'elle induit f
dans M∨.
Il reste à prouver l'exatitude au niveau des Fil
1
. L'injetivité et l'exatitude au milieu se
traitent omme préédemment. Pour la surjetivité, onsidérons f ∈ Fil1M∨ et (eˆ1, . . . , eˆd)
une base adaptée de Mˆ pour les entiers n1, . . . , nd. Notons ei l'image dans M de eˆi. Par
hypothèse E(u)nif(ei) ∈ Fil
1S∞ et ela assure qu'il existe xˆi ∈ SK0 relevant f(ei) et tel que
E(u)nixˆi ∈ Fil
1SK0. L'appliation fˆ dénie par fˆ(eˆi) = xˆi se restreint alors à Mˆ
′
en un élément
de Fil
rMˆ′∨ qui est un antéédent de f . 
On déduit nalement simplement des deux lemmes préédents l'existene de φ∨1 (f), pour
f ∈ Fil1M∨. En eet, par le lemme 2.2.2, f se relève en un élément fˆ ∈ Fil1Mˆ′∨ et on vérie
sans diulté que l'image de φ∨1 (fˆ) dans M
∨
onvient.
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2.2.3 Propriétés du fonteur de dualité
Nous n'avons toujours pas montré que le triplet (M∨,Fil1M∨, φ∨1 ) reste un objet de (Mod/S),
mais pour ela nous allons avoir besoin de l'exatitude que nous prouvons dans un premier
temps. La preuve est basée sur une légère généralisation du lemme 2.2.1 que nous donnons
i-dessous :
Lemme 2.2.3. Soit 0 → M → X → N → 0 une suite exate dans la atégorie (Mod/S).
Il existe des modules fortement divisibles Mˆ, Mˆ′, Xˆ , Xˆ ′, Nˆ et Nˆ ′ qui s'insèrent dans le
diagramme ommutatif suivant :
0

0

0

0 // Mˆ′ //

Xˆ ′ //

Nˆ ′ //

0
0 // Mˆ //

Xˆ //

Nˆ //

0
0 //M //

X //

N //

0
0 0 0
où toutes les lignes et olonnes sont des suites exates dans la atégorie
′(Mod/S).
Démonstration. Par le lemme 2.2.1, on peut déjà onstruire un diagramme :
0

0

Mˆ′

Nˆ ′

Mˆ

Nˆ

0 //M //

X // N //

0
0 0
Pour le reste, on pose Xˆ = Mˆ⊕ Nˆ et Fil1Xˆ = Fil1Mˆ⊕Fil1Nˆ . Tout d'abord, on a Xˆ /Fil1Xˆ ≃
Mˆ/Fil1Mˆ ⊕ Nˆ/Fil1Nˆ ; 'est don un module sans p-torsion. Considérons ensuite (eˆ1, . . . , eˆd)
une base adaptée de Nˆ pour les entiers n1, . . . , nd. Notons ei l'image de eˆi dans N et e
′
i ∈ X
un relevé de ei. Si ni = 0, on a ei ∈ Fil
1N et don on peut hoisir e′i ∈ Fil
1X , e que l'on ne
se prive pas de faire. On dénit une appliation surjetive f : Xˆ → X qui oïnide sur Mˆ ave
la projetion Mˆ →M et qui est dénie sur Nˆ par les égalités f(0⊕ eˆi) = e
′
i. On vérie que f
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induit une appliation surjetive Fil
1Xˆ → Fil1X qui fait ommuter le diagramme suivant :
0 // Mˆ //

Xˆ //

Nˆ //

0
0 //M // X // N // 0
On dénit à présent l'opérateur φ1 : Fil
1Xˆ → X de la façon suivante. Sur Fil1Mˆ, il oïn-
ide ave l'appliation φ1 : Fil
1Mˆ → M. Il ne reste qu'à donner ses valeurs sur les éléments
E(u)ni(0 ⊕ eˆi). Notons xi = φ1(E(u)
niei) ∈ N et x
′
i ∈ X un relevé un xi. Les éléments x
′
i et
φ1(E(u)
ni eˆi) s'envoient tous deux sur xi dans N ; ils admettent don un antéédent ommun
dans Xˆ , disons xˆi. On pose φ1(E(u)
ni(0 ⊕ eˆi)) = xˆi et on vérie que l'on obtient bien ainsi un
module fortement divisible. De plus, l'appliation f ainsi que la projetion anonique Xˆ → Nˆ
sont par onstrution ompatibles à φ1.
On pose Xˆ ′ = ker f et Fil1Xˆ ′ = Xˆ ′ ∩ Fil1Xˆ . Le quotient Xˆ ′/Fil1Xˆ ′ s'injete dans Xˆ /Fil1Xˆ
et est don également sans p-torsion. Par ailleurs, l'appliation φ1 préédemment dénie induit
une èhe Fil
1Xˆ ′ → X ′ qui s'insère dans le diagramme ommutatif suivant :
0 // Fil1Mˆ′ //
φ1 
Fil
1Xˆ ′ //
φ1 
Fil
1Nˆ ′ //
φ1 
0
0 // Mˆ′ // Xˆ ′ // Nˆ ′ // 0
où les deux lignes sont exates par appliation du lemme du serpent. On en déduit que φ1(Fil
1Xˆ ′)
engendre Xˆ ′ et que Xˆ ′ est un S-module libre. Il s'agit don d'un module fortement divisible et
ela termine la démonstration. 
Lemme 2.2.4. Le fonteur
∨
onserve les suites exates ourtes.
Démonstration. On ne traite que l'exatitude en tant que S-module, elle au niveau des Fil1
étant en tout point analogue. Soit 0 → M → X → N → 0 une suite exate dans (Mod/S).
D'après le lemme 2.2.3, il existe un diagramme ommutatif de la forme :
0

0

0

0 // Mˆ′ //

Xˆ ′ //

Nˆ ′ //

0
0 // Mˆ //

Xˆ //

Nˆ //

0
0 //M //

X //

N //

0
0 0 0
où Mˆ, Mˆ′, Xˆ , Xˆ ′, Nˆ et Nˆ ′ sont des modules fortement divisibles. En dualisant, on obtient :
0 // Nˆ ′∨ //

Xˆ ′∨ //

Mˆ′∨ //

0
0 // N ∨ // X ∨ //M∨
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où la ligne du haut est exate (proposition 2.1.4) et les èhes vertiales sont surjetives (lemme
2.2.2). La surjetivité X ∨ →M∨ résulte alors d'une hasse au diagramme triviale et permet de
onlure. 
La propriété suivante résume nalement les propriétés du fonteur
∨
:
Proposition 2.2.5. Le fonteur
∨
est une dualité de la atégorie (Mod/S). De plus, il trans-
forme suites exates ourtes en suites exates ourtes.
Démonstration. Il ne reste qu'à prouver que le dual d'un objetM de (Mod/S) est enore un
objet de (Mod/S). Par le lemme 2.2.4, il sut de le faire lorsque M est tué par p.
Dans e as, M est un S/pS-module libre et de HomS(S/pS, S∞) = S/pS, on déduit que
M∨ est aussi un S/pS-module libre. Il ne reste qu'à prouver que φ1(Fil
1M∨) engendre M∨.
Mais si 0 → Mˆ′ → Mˆ → M → 0 est une suite exate dans ′(Mod/S) ave Mˆ et Mˆ′ des
modules fortement divisibles, on a le diagramme ommutatif suivant :
Fil
1Mˆ′∨ // //
φ1

Fil
1M∨
φ1

Mˆ′∨ // //M∨
et φ1(Fil
1Mˆ′∨) engendre Mˆ′∨ puisque Mˆ′∨ est enore un module fortement divisible. Une hasse
au diagramme permet alors de onlure. 
3 Dualité de Cartier
Dans ette dernière setion, on montre que la dualité dénie préédemment orrespond via
le fonteur Mod à la dualité de Cartier sur les shémas en groupes.
3.1 Rappels de théorie de Dieudonné ristalline
On onsidère G un OK-groupe. Comme en 1.2.3, on note Gn la rédution modulo p
n
de G.
C'est un shéma en groupes ommutatifs ni et plat sur la base Tn = Spe (OK/p
n). On rappelle
par ailleurs que En désigne le shéma Spe (Sn) où Sn = S/p
nS. La projetion Sn → OK/p
n
qui envoie u sur π dénit un épaississement Tn →֒ En.
Avant de poursuivre, notons également que, par la suite, nous aurons à onsidérer les objets
Hom(F ,F ′) et Hom(F ,F ′) pour F et F ′ deux faiseaux de groupes abéliens sur un ertain site.
Le premier désignera toujours l'ensemble des morphismes entre F et F ′ dans la atégorie des
faiseaux de groupes abéliens. Le seond, quant à lui, est une version faiseautique du premier :
si U est un objet du site, on a par dénition :
Hom(F ,F ′)(U) = Hom(F|U ,F
′
|U)
où les morphismes sont toujours onsidérés dans la atégorie des faiseaux abéliens.
De même, on dénit les objets Ext
1(F ,F ′) et Ext1(F ,F ′) qui sont respetivement un groupe
abélien et un faiseau de groupes abéliens. On prêtera attention au fait qu'ii l'assoiation :
U 7→ Ext1(F|U ,F
′
|U)
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ne dénit pas en général un faiseau mais seulement un préfaiseau. Par dénition, Ext1(F ,F ′)
est le faiseau assoié à e préfaiseau.
Dans [BBM82℄ (voir dénition 3.1.5), Berthelot, Breen et Messing assoient à Gn un ristal
sur le site
2 (Tn/En)SYN-CRIS, appelé ristal de Dieudonné de Gn et noté D(Gn). Par dénition,
on a D(Gn) = Ext
1(Gn,OTn/En).
D'autre part, de façon très générale, si A et B sont deux objets d'une atégorie abélienne
tués par un entier N , on a une èhe anonique :
Ext
1(A,B)→ Hom(A,B)
qui à une extension E assoie la èhe du serpent assoiée au diagramme ommutatif à lignes
exates suivant :
0 // B //
0
E //
N
A //
0
0
0 // B // E // A // 0
Puisque Gn et OTn/En sont tués par p
n
, ei s'applique à notre situation et fournit une èhe
anonique :
σ : D(Gn)→ Hom(Gn,OTn/En) (3)
qui, d'après la proposition 4.2.9 de [BBM82℄, induit un isomorphisme sur les setions globales.
Autrement dit :
D(Gn)(Tn, En) ≃ Hom(Gn,OTn/En) = Mod(G) (4)
la dernière égalité étant obtenue grâe à l'adjontion des fonteurs w⋆ et w⋆ (les Hom alulés
sur les petit et gros sites syntomiques sont les mêmes puisque Gn est représentable par un
shéma syntomique sur Tn). L'isomorphisme (4) est elui qui fournit le lien entre le point de
vue de [BBM82℄ (ristal de Dieudonné) et le point de vue de [Bre00℄ (objet de (Mod/S)).
3.2 Constrution du morphisme de omparaison
On garde les notations du paragraphe préédent. On note, en outre, G∨ le dual de Cartier
de G et G∨m = G
∨ ×
Spe (OK) Tm pour m = n et m = n+ 1. On désigne enore par G
∨
n le faiseau
sur le site (Tn/En)SYN-CRIS déni par le shéma G
∨
n . On rappelle que G
∨
n = Hom(Gn,Gm) où
G
m
est déni par G
m
(U, T ) = Γ(U,OU)
⋆
.
Le but, ii, est d'obtenir un isomorphisme anonique et fontoriel :
Mod(G)∨ → Mod(G∨).
Or, on dispose d'une suite exate de faiseaux abéliens :
0 // 1 + JTn/En
// O⋆Tn/En
// G
m
// 0
et la èhe de obord assoiée au fonteur Hom(Gn, ·) induit un morphisme G
∨
n → Ext
1(Gn, 1 +
JTn/En). Par ailleurs, on a un morphisme log : 1 + JTn/En → OTn/En déni par :
log(1 + x) = 1− x+
x2
2
−
x3
3
+
x4
4
− · · ·
2
En réalité dans [BBM82℄, il n'est pas du tout question de topologie syntomique. Cependant d'après le
orollaire 2.3.11 de [BBM82℄, il s'agit bien du même préfaiseau.
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qui induit, par fontorialité, un morphisme Ext1(Gn, 1 + JTn/En) → Ext
1(Gn,OTn/En) = D(Gn).
En omposant les deux èhes préédentes, on dénit :
α
CRIS
: G∨n → D(Gn).
Finalement, par appliation du fonteur Hom(·,OTn/En), on obtient :
α⋆
CRIS
: HomOTn/En (D(Gn),OTn/En)→ Hom(G
∨
n ,OTn/En)
où la notation  HomOTn/En
 signie que l'on se restreint aux morphismes OTn/En-linéaires.
D'après le théorème 5.2.7 de [BBM82℄, α⋆
CRIS
est un isomorphisme.
Le but de α⋆
CRIS
s'identie (grâe à l'adjontion des fonteurs w⋆ et w⋆) à Mod(G
∨), tandis
que la soure est naturellement munie d'un morphisme γ (obtenu en regardant les setions
globales) vers HomSn(Mod(G), Sn).
Lemme 3.2.1. Le morphisme γ : HomOTn/En (D(Gn),OTn/En) → HomSn(Mod(G), Sn) est un
isomorphisme.
Démonstration. On remarque que D(Gn) et OTn/En sont tous les deux des ristaux sur le site
(Tn/En)SYN-CRIS. Le lemme résulte alors de la desription de la atégorie de es ristaux en
terme de modules à onnexion intégrable et quasi-nilpotente (dans ette situation, la onnexion
est néessairement nulle). 
Au nal, la omposée β⋆ = α⋆
CRIS
◦ γ−1 fournit un isomorphisme :
β⋆ : Mod(G)∨ → Mod(G∨)
dont on vérie diretement qu'il est fontoriel en G. Il reste à prouver que β⋆ est isomorphisme
dans la atégorie (Mod/S). C'est l'objet des paragraphes suivants.
3.3 Cas des groupes de la forme H(n)
Dans e paragraphe, on se plae dans le as partiulier où G est le noyau de la multipliation
par pn sur un groupe p-divisible H. Notons, pour simplier, Hn = H×
Spe (OK) Tn et pour tout
m, Hn(m) le noyau de la multipliation par p
m
sur Hn. La supposition que l'on vient de faire
entraîne alors Gn = Hn(n).
Cette hypothèse supplémentaire a l'avantage de fournir un inverse au morphisme σ déni
en (3). En eet, on dispose d'une suite exate :
0 // Gn //Hn(2n)
pn // Gn // 0
et on note s le morphisme de obord :
s : Hom(Gn,OTn/En)→ Ext
1(Gn,OTn/En) = D(Gn)
assoié au fonteur Hom(·,OTn/En).
Lemme 3.3.1. Les morphismes σ et s sont inverses l'un de l'autre. En partiulier, le faiseau
Hom(Gn,OTn/En) est un ristal sur (Tn/En)SYN-CRIS.
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Démonstration. On vérie failement, en déroulant les dénitions, que σ ◦ s = id. Il sut,
pour onlure, de prouver que s est un épimorphisme. Considérons (U, T ) ∈ (Tn/En)SYN-CRIS
ave T = SpeS ane et le diagramme ommutatif suivant :
Hom(Gn,OTn/En)(Tn, En)⊗Sn S //
s(Tn,En)⊗id

Hom(Gn,OTn/En)(U, T )
s(U,T )

D(Gn)(Tn, En)⊗Sn S
// D(Gn)(U, T )
La èhe de gauhe est un isomorphisme, ainsi que elle du bas puisque D(Gn) est un ristal
sur (Tn/En)SYN-CRIS. On en déduit que s(U,T ) est surjetif, e qui sut pour onlure. 
Notons :
σ⋆ : HomOTn/En (Hom(Gn,OTn/En),OTn/En)→ HomOTn/En (D(Gn),OTn/En)
(resp. s⋆ : HomOTn/En (D(Gn),OTn/En)→ HomOTn/En (Hom(Gn,OTn/En),OTn/En))
le morphisme induit par σ (resp. par s) via le fonteur HomOTn/En (·,OTn/En).
3.3.1 Les morphismes β
CRIS
et β
syn
On pose β
CRIS
= σ ◦α
CRIS
. Sur le petit site syntomique, à partir de la suite exate (que l'on
déduit de (2)) :
0 // 1 + J risn
// Orisn
⋆ // O⋆n
// 0
on dénit un morphisme Hom(Gn,O
⋆
n)→ Ext
1(Gn, 1+J
ris
n ) qui fournit, après omposition par
log, un morphisme α
syn
: Hom(Gn,O
⋆
n)→ Ext
1(Gn,O
ris
n ). Le morphisme βsyn s'obtient de façon
analogue en omposant par la èhe anonique Ext1(Gn,O
ris
n )→ Hom(Gn,O
ris
n ).
On vérie, en déroulant les dénitions, que β
syn
se dérit loalement de la façon expliite
suivante. Soit f ∈ Hom(Gn,O
⋆
n). Soit U ∈ (Tn)syn. On herhe à dérire l'élément βsyn(f(U)) ∈
Hom(Gn|U ,O
ris
n |U). Considérons pour ela V ∈ Usyn susamment petit pour que la suite 0 →
1 + J risn (V ) → O
ris
n
⋆
(V ) → O⋆n(V ) → 0 soit exate. L'élément f fournit par restrition à V
une appliation g : Gn(V )→ O
⋆
n(V ). Soient x ∈ Gn(V ) et y ∈ O
ris
n
⋆
(V ) un relevé quelonque de
g(x). On vérie diretement que yp
n
ne dépend que de x et que 'est un élément de 1+J risn (V ).
Le morphisme β
syn
(f(U)) est alors elui qui, sur V , assoie log(yp
n
) à x.
Finalement, notons que l'on aura également besoin d'utiliser le morphisme i⋆βsyn où on
rappelle que i désigne l'inlusion Tn →֒ Tn+1 ; par abus, on notera e morphisme enore βsyn.
Si F est un faiseau de (Tn)SYN et F
′
un faiseau de (Tn/En)SYN-CRIS, les morphismes
d'adjontion permettent de onstruire un morphisme anonique :
w⋆Hom(F , w⋆F
′)→ Hom(w⋆F ,F ′). (5)
Ave F = Gn et F
′ = OTn/En , on obtient une èhe w
⋆Hom(Gn,O
ris
n ) → Hom(Gn,OTn/En)
puis, par appliation du fonteur Hom(·,OTn/En) :
HomOTn/En
(Hom(Gn,OTn/En),OTn/En) → HomOTn/En (w
⋆Hom(Gn,O
ris
n ),OTn/En)
≃ HomOrisn (Hom(Gn,O
ris
n ),O
ris
n )
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et nalement par restrition au petit site puis appliation du fonteur i⋆, un morphisme :
γ1 : HomOTn/En (Hom(Gn,OTn/En),OTn/En)→ HomOrisn (Hom(Gn,O
ris
n ),O
ris
n )
où, ette fois-i, le dernier Hom est alulé sur le (Tn+1)syn. (On remarque que puisque Gn est
représentable par un shéma syntomique, on a l'identiation i⋆Hom(Gn,O
ris
n ) = Hom(Gn, i⋆O
ris
n ).)
De plus, on vérie failement que si F ′ est de la forme w⋆F ′′, le morphisme (5) est un
isomorphisme. Autrement dit Hom(w⋆F , w⋆F ′) = w⋆Hom(F ,F ′) pour F et F ′ des faiseaux
sur le gros site syntomique. En partiulier, en prenant F = Gn et F
′ = O⋆n, on obtient un
isomorphisme (sur le site ristallin) entre G∨n et w
⋆Hom(Gn,O
⋆
n). On en déduit que Hom(Gn,O
⋆
n)
est le faiseau sur (Tn)SYN déni par le shéma G
∨
n . On note e faiseau enore G
∨
n . Les propriétés
d'adjontion fournissent des égalités :
Hom(G∨n ,OTn/En) = Hom(G
∨
n ,O
ris
n ) = Mod(G
∨)
les Hom étant alulés sur les gros ou petits sites.
Le diagramme ommutatif suivant résume les liens entre nombreux des morphismes intro-
duits jusqu'alors :
HomOTn/En
(D(Gn),OTn/En)
σ⋆

α⋆
CRIS
∼
++XXXX
XX
XX
XX
XX
XX
XX
XX
XX
XX
X
∼ γ
**
HomOTn/En
(Hom(Gn,OTn/En),OTn/En)
s⋆
OO
β⋆
CRIS
∼
//
γ1

Hom(G∨n ,OTn/En)
HomOrisn
(Hom(Gn,O
ris
n ),O
ris
n )
β⋆
syn //
γ2

Hom(G∨n ,O
ris
n )
Mod(G)∨
β⋆
∼
//
Mod(G∨)
Le morphisme γ2 est obtenu simplement en regardant le morphisme induit sur les setions
globales et les morphismes β⋆
CRIS
et β⋆
syn
ont des dénitions évidentes. Notons de plus que
tous les faiseaux syntomiques sont onsidérés sur le site (Tn+1)syn. Comme β
⋆
syn
◦ γ1 est un
isomorphisme, le morphisme γ1 est injetif. Notons Hom
CRIS
Orisn
(Hom(Gn,O
ris
n ),O
ris
n ) son image.
Le diagramme préédent se modie alors de la façon suivante :
HomOTn/En
(D(Gn),OTn/En)
σ⋆

α⋆
CRIS
++XXXX
XX
XX
XX
XX
XX
XX
XX
XX
XX
X
γ
**
HomOTn/En
(Hom(Gn,OTn/En),OTn/En)
s⋆
OO
β⋆
CRIS //
γ1

Hom(G∨n ,OTn/En)
Hom
CRIS
Orisn
(Hom(Gn,O
ris
n ),O
ris
n )
β⋆
syn //
γ2

Hom(G∨n ,O
ris
n )
Mod(G)∨
β⋆ //
Mod(G∨)
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où désormais toutes les èhes sont des isomorphismes omme on le vérie failement. Lorsque
nous aurons à onsidérer par la suite des morphismes γ1, γ2 et β
⋆
syn
, l'ensemble de départ ou
d'arrivée (selon le as) sera toujours Hom
CRIS
Orisn
(Hom(Gn,O
ris
n ),O
ris
n ). En partiulier, es trois
morphismes deviennent des isomorphismes.
3.3.2 Compatibilité à Fil
1
Le but de e paragraphe est de montrer que le morphisme β⋆ envoie Fil1Mod(G)∨ sur
Fil
1
Mod(G∨). En réalité, ela résulte presque diretement du lemme suivant :
Lemme 3.3.2. Soit f ∈ Fil1Mod(G)∨. La restrition de γ−12 (f) à Hom(Gn,J
ris
n ) tombe dans
J risn .
Démonstration. Pour ette preuve on travaille sur le petit site ristallin (Tn/En)syn-ris : 'est
la restrition du gros site aux ouples (U, T ) pour lesquels U est syntomique sur Tn. Notons f˜
la restrition du faiseau γ−11 ◦ γ
−1
2 (f) au petit site (Tn/En)syn-ris. Il sut de montrer que la
restrition de f˜ à Hom(Gn,JTn/En) tombe dans JTn/En et pour ela de onstruire un morphisme
g˜ : Hom(Gn,Ga)→ Ga faisant ommuter le diagramme suivant :
0 //Hom(Gn,JTn/En)
//Hom(Gn,OTn/En)
pr⋆ //
f˜

Hom(Gn,Ga)
g˜

0 // JTn/En
// OTn/En
pr // G
a
// 0
(6)
Comme Hom(Gn,Ga) = w
⋆Hom(Gn,On) et Ga = w
⋆On, il revient au même de onstruire
un morphisme Hom(Gn,On) → On sur le petit site syntomique (Tn)syn. On onstruit elui-i
loalement.
D'après la proposition 3.2.9 de [Bre00℄ (en remplaçant H(1) par H(n) e qui ne modie pas
la preuve) le morphisme Hom(Gn,OTn/En)→ Hom(Gn,On) est surjetif, et don l'hypothèse du
lemme fournit, à partir de f , une èhe g : Hom(Gn,On)→ OK/p
n
.
Par ailleurs, puisque Gn est ni sur Tn, il est néessairement ane : notons An son anneau
et c : An → An ⊗OK/pn An la omultipliation. Notons A
c
n le noyau de c − 1 ⊗ id − id ⊗ 1.
Considérons U ∈ (Tn)syn, 'est en partiulier un shéma plat sur Tn. On suppose en outre que
U = SpeR est un shéma ane. On a alors :
Hom(Gn,On)(U) =
{
x ∈ A⊗OK/pn R/ c(x) = 1⊗ x+ x⊗ 1
}
= Acn ⊗OK/pn R
la dernière égalité provenant de la platitude de R sur OK/p
n
. Le morphisme g : Acn →
OK/p
n
onstruit préédemment donne, par tensorisation par R au dessus de OK/p
n
, une èhe
Hom(Gn,On)(U) → On(U). Par reollement, on onstruit un morphisme de faiseaux sur le
site syntomique qui orrespond à un morphisme g˜ : Hom(Gn,Ga) → Ga sur le site ristallin.
Il ne reste plus qu'à vérier que g˜ fait ommuter le diagramme (6). On onsidère pour ela
(U, T ) ∈ (Tn/En)syn-ris et on vérie la ommutativité du diagramme sur l'ouvert (U, T ). On
peut supposer U et T anes, disons U = SpeR et T = SpeS. On onsidère le diagramme
18
suivant :
Hom(Gn,OTn/En)(U, T )
pr⋆(U,T ) //Hom(Gn,Ga)(U, T )
Mod(Gn)⊗Sn S
f⊗id

pr⋆(Tn,En)
⊗pr(U,T ) // Acn ⊗OK/pn R
g⊗id

S
pr(U,T ) // R
On vérie diretement que le arré du haut est ommutatif. Celui du bas l'est également par
onstrution. Ainsi tout le diagramme ommute, e qui termine la preuve du lemme. 
Proposition 3.3.3. Le morphisme β⋆ envoie Fil1Mod(G)∨ sur Fil1Mod(G∨).
Démonstration. Soit f ∈ Fil1Mod(G)∨. Par le lemme préédent, il existe un morphisme de
faiseaux g˜ faisant ommuter le diagramme suivant :
Hom(Gn,O
ris
n )
f˜=γ−12 (f) // Orisn
Hom(Gn,J
ris
n )
g˜ //
?
OO
J risn
?
OO
Par ailleurs, le morphisme log : 1 + J risn → O
ris
n prend ses valeurs dans J
ris
n et don βsyn se
fatorise de la façon suivante :
G∨n
β
syn //
((
Hom(Gn,O
ris
n )
Hom(Gn,J
ris
n )
?
OO
En onaténant les deux diagrammes préédents, on remarque immédiatement que la omposée
f˜ ◦β
syn
tombe dans J risn . Ainsi β
⋆
syn
(f˜) ∈ Hom(Gn,J
ris
n ) e qui implique β
⋆(f) ∈ Fil1Mod(G∨)
omme annoné. 
3.3.3 Compatibilité à φ1
Dans e paragraphe, on prouve que β⋆ est ompatible à φ1. Pour ela, on introduit Sn le
sous-faiseau de J risn déni omme le noyau du morphisme φ1−id : J
ris
n → O
ris
n . On ommene
par montrer un lemme onernant e faiseau :
Lemme 3.3.4. Le morphisme β
syn
se fatorise par G∨n → Hom(Gn,Sn) →֒ Hom(Gn,O
ris
n ).
Démonstration. Il s'agit d'un alul loal pour la topologie syntomique. On reprend les no-
tations (A∞, et.) du paragraphe 1.2.2. En partiulier, on dispose d'une suite exate :
0 // 1 + J risn (A
∞) //W ris,DPn (A
∞)⋆
s // (A∞)⋆ // 0 .
D'après la desription faite au début du paragraphe 3.3.1, il sut de montrer que si x ∈ (A∞)⋆
vérie xp
n
= 1 et si y ∈ W ris,DPn (A
∞)⋆ désigne un antéédent (que l'on a le droit de hoisir) de
x alors φ1(log(y
pn)) = log(yp
n
). Considérons un tel x.
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Il est immédiat de vérier que x admet un antéédent de la forme y = (y0, . . . , yn−1) ∈
Wn(A
∞/pA∞). On note z = yp
n
= (yp
n
0 , 0, . . . , 0) et zˆ = (y
pn−1
0 , 0, . . . , 0) ∈ Wn+1(A
∞/pA∞).
Par dénition, φ1(log(y
pn)) est la rédution modulo pn de 1
p
φ(log zˆ). Mais :
φ(log zˆ) = log(φ(zˆ)) = log(zˆp) = p log zˆ
l'égalité φ(zˆ) = zˆp étant vériée ar zˆ est un représentant de Teihmüller. On en déduit bien
φ1(log(y
pn)) = log(yp
n
) omme voulu. 
Lemme 3.3.5. Soient f ∈ Fil1Mod(G)∨ et h = φ1(f). Alors, le diagramme de faiseaux sur
(Tn+1)syn suivant :
Hom(Gn,J
ris
n )
γ−12 (f) //
φ1

J risn
φ1

Hom(Gn,O
ris
n )
γ−12 (h) // Orisn
est ommutatif.
Démonstration. Notons f˜ = γ−12 (f) et h˜ = γ
−1
2 (h). On fait à nouveau un alul loal : on
reprend les notations (A∞, et.) du paragraphe 1.2.2. Comme Hom(Gn,OTn/En) est un ristal,
on a :
w⋆Hom(Gn,OTn/En) ≃ Mod(G)⊗Sn O
ris
n
et le morphisme f˜ (resp. h˜) s'érit sur A∞ :
f˜A∞ : Hom(Gn,O
ris
n )(A
∞)
η //
Mod(G)⊗Sn O
ris
n (A
∞)
f⊗id // Orisn (A
∞)
(resp. h˜A∞ : Hom(Gn,O
ris
n )(A
∞)
η //
Mod(G)⊗Sn O
ris
n (A
∞)
h⊗id // Orisn (A
∞) ).
Notons :
K = Fil1Mod(G)⊗Sn O
ris
n (A
∞) +Mod(G)⊗Sn J
ris
n (A
∞) ⊂ Mod(G)⊗Sn O
ris
n (A
∞)
et montrons que η envoie Hom(Gn,J
ris
n )(A
∞) dans K. En reprenant les notations de la preuve
du lemme 3.3.2, on a un diagramme ommutatif :
0 //Hom(Gn,J
ris
n )(A
∞) //Hom(Gn,O
ris
n )(A
∞) //
η

Hom(Gn,On)(A
∞)

Mod(G)⊗Sn O
ris
n (A
∞)
pr⋆⊗s // Acn ⊗OK/pn A
∞
où s est la èhe dénie en 1.2.2 et où pr⋆ : Mod(G) → A
c
n était noté pr⋆(Tn,En) dans le lemme
3.3.2. Il sut don de montrer que le noyau de pr⋆⊗s est inlus dans K. Pour ela, on rappelle
que l'on a une suite exate :
0 // Fil1Mod(G) //Mod(G) // Acn
// 0
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la surjetivité résultant du orollaire 3.2.10 de [Bre00℄ (ave H(n) à la plae de H(1)). Elle
fournit le diagramme suivant :
Mod(G)⊗Sn J
ris
n (A
∞) //

Acn ⊗Sn J
ris
n (A
∞) //

0
0 // Fil1Mod(G)⊗Sn O
ris
n (A
∞) // Mod(G)⊗Sn O
ris
n (A
∞) //

η
))
Acn ⊗Sn O
ris
n (A
∞) //

0
Mod(G)⊗Sn A
∞ //

Acn ⊗Sn A
∞ //

0
0 0
où toutes les lignes et olonnes sont exates, l'exatitude de la ligne entrale résultant de la
platitude de Orisn (A
∞) sur Sn. Une hasse au diagramme donne alors le résultat : le noyau de
η est inlus dans K.
On voit que f ⊗ id envoie K sur J risn (A
∞) et que la restrition f˜ : Hom(Gn,J
ris
n )→ J
ris
n
s'érit sur A∞ de la façon suivante :
f˜A∞ : Hom(Gn,J
ris
n )(A
∞)
η // K
f⊗id // J risn (A
∞) .
On onsidère pour terminer le diagramme suivant :
Hom(Gn,J
ris
n )(A
∞)
η //
φ1

K
f⊗id //
φ1⊗φ+φ⊗φ1

J risn (A
∞)
φ1

Hom(Gn,O
ris
n )(A
∞)
η //
Mod(G)⊗Sn O
ris
n (A
∞)
h⊗id // Orisn (A
∞)
où φ : Mod(Gˆ)→ Mod(Gˆ) est déni par la formule φ(x) = 1
c
φ1(E(u)x)). On vérie que les deux
arrés ommutent. On en déduit que tout le diagramme ommute, e qui démontre le lemme.

Remarque. En examinant la preuve préédente, on onstate qu'elle fournit une autre démon-
stration (pas très éloignée toutefois) du lemme 3.3.2.
Proposition 3.3.6. Le morphisme β⋆ est ompatible à φ1.
Démonstration. Pour ette preuve, on note enore β
syn
le morphisme G∨n → Hom(Gn,J
ris
n )
induit par β
syn
.
Soit f ∈ Fil1Mod(G)∨. Notons f˜ = γ−12 (f). D'après le lemme 3.3.2, il existe un morphisme
g˜ : Hom(Gn,J
ris
n )→ J
ris
n faisant ommuter le diagramme suivant :
Hom(Gn,O
ris
n )
f˜ // Orisn
Hom(Gn,J
ris
n )
g˜ //
?
OO
J risn
?
OO
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Le morphisme φ1(β
⋆f) est alors déni omme la omposée φ1◦g˜◦βsyn. On onsidère le diagramme
suivant :
G∨n
β
syn //Hom(Gn,J
ris
n )
g˜ //
φ1

J risn
φ1

G∨n
β
syn //Hom(Gn,O
ris
n )
γ−12 (φ1(f)) // Orisn
Le arré de gauhe ommute (lemme 3.3.4), ainsi que elui de droite (lemme 3.3.5). On en
déduit que tout le diagramme ommute et don que :
β⋆(φ1(f)) = β
⋆
syn
◦ γ−12 (φ1(f)) = γ
−1
2 (φ1(f)) ◦ βsyn = φ1 ◦ g˜ ◦ βsyn = φ1(β
⋆f)
e qui implique la proposition. 
3.4 Cas général
Le but de e dernier paragraphe est de prouver le théorème suivant :
Théorème 3.4.1. Soit G un OK-groupe. Alors on a un isomorphisme anonique et fontoriel :
Mod(G)∨ ≃ Mod(G∨)
dans la atégorie (Mod/S).
Démonstration. Bien sûr, l'isomorphisme dont il est question est β⋆ déni en 3.2.
On montre dans un premier temps que le morphisme β⋆ est ompatible à Fil1 et φ1. D'après
e que l'on a fait préédemment 'est vrai si G est de la forme H(n) pour un groupe p-divisible
H. Dans le as général, il existe un épimorphisme H(n)→ G pour un ertain groupe p-divisible
H et un ertain entier n. D'après la proposition 2.2.5 et la proposition 4.2.1.5 de [Bre00℄, on a
un diagramme ommutatif :
Mod(H(n))∨
u //
β⋆
H(n)

Mod(G)∨
β⋆
G

Mod(H(n)∨)
v //
Mod(G∨)
et la èhe induite u : Fil1Mod(H(n))∨ → Fil1Mod(G)∨ est surjetive. Soient x ∈ Fil1Mod(G)∨
et y ∈ Fil1Mod(H(n))∨ un antéédent par u de x. On a β⋆G(x) = v ◦ β
⋆
H(n)(y) d'où, puisque v et
β⋆H(n) respetent le Fil
1
, il vient β⋆G(x) ∈ Fil
1
Mod(G∨) et la ompatibilité reherhée.
Passons à la ompatibilité ave φ1. On onsidère ette fois-i un monomorphisme G → H(n),
qui donne naissane au ube ommutatif suivant :
Mod(G)∨ 
 //

Mod(H(n))∨
β⋆
H(n)

Fil
1
Mod(G)∨ 
 //
β⋆
G

φ1
77
n
n
n
n
n
n
n
n
n
n
β⋆
G
Fil
1
Mod(H(n))∨

φ1
55
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
Mod(G∨) 
 //
β⋆
H(n)
Mod(H(n)∨)
Fil
1
Mod(G∨) 
 //
φ1
77
n
n
n
n
n
n
n
n
n
n
Fil
1
Mod(H(n)∨)
φ1
55
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
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Les èhes horizontales sont toutes injetives et toutes les faes, sauf a priori elle de gauhe,
ommutent. Une hasse au diagramme permet de prouver que la fae de gauhe est aussi
ommutative (on utilise l'injetivité de Mod(G)∨ → Mod(H(n))∨) et don de onlure.
Finalement, il ne reste plus qu'à prouver que β⋆ : Fil1Mod(G)∨ → Fil1Mod(G∨) est surjetif.
Or, par le lemme (faile) 4.2.14 de [Bre00℄, ela est automatique lorsque G est tué par p. On
onlut par un dévissage aisé laissé au leteur. 
Par passage à la limite, on en déduit le théorème suivant :
Théorème 3.4.2. Soit G un groupe p-divisible sur OK . Alors, si G
∨
désigne le dual de Cartier
de G, on a un isomorphisme anonique et fontoriel :
Mod(G)∨ ≃ Mod(G∨)
dans la atégorie des modules fortement divisibles.
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